Quehacer Cientifico en Chiapas 2006, 1, 41-49
Estabilidad de Lyapunov de una viga de Euler-Navier-Bernoulli

Lyapunov stability of a Euler-Navier-Bernoulli beam

Armando Mendoza Pérez !
Eli Santos Rodriguez 2

RESUMEN
La viga es uno de los elementos fundamentales en la ingenieria de estructuras. Fendmenos interesantes ocurren en la
estructura bajo la presencia de fuerzas, vibraciones modales, etc. Estudiaremos la estabilidad de una viga de Euler-Navier-
Bernoulli sujeta a una fuerza axial, vista como un problema de valores a la frontera, usando el método de Lyapunov. También
estudiamos una viga sujeta a una fuerza de control. Probamos que bajo ciertas condiciones fisicas, el sistema es estable.
Palabras clave: Estabilidad, punto de equilibrio, funcional de Lyapunov.

ABSTRACT
The beam is one of the fundamental elements of an engineering structure. Interesting physical phenomena occur in the
structure with the presence of forces, resonances, modal vibrations, etc. We study the stability of an Euler-Navier-Bernoulli
beam subjected to an axial force, as an initial boundary value problem, using the Lyapunov’s Direct Method. We also study
the stability of a beam under a control force. We prove that under certain physical condition, stability is assured.

Keywords: Stability, point of balance, Lyapunov functional.

INTRODUCCION

La estabilidad y el control aeroelastico de
determinadas estructuras de la ingenieria civil,
como los puentes suspendidos, vigas, pasarelas,
etc., han sido objeto de estudios, tanto experi-
mentales como numéricos. La ecuacion de Euler-
Navier-Bernoulli permite encontrar el esfuerzo o
torca en vigas delgadas. Se ha desarrollado un
aparato tedrico-matematico que ha permitido
precisar la nocién de estabilidad: numerosos
fendmenos donde intervienen las estructuras son
modelados por una ecuacién en derivadas
parciales, la cual toma en cuenta las diversas
caracteristicas del problema (conservacion de la
energia, cantidad de movimiento, interaccion
fluido-estructura, etc.). En otras ocasiones busca-
mos actuar sobre estos fendmenos (por ejemplo,
aplicando una fuerza) con la finalidad de que el
sistema nos proporcione una respuesta contro-
lada (estos sistemas se dicen controlados) y en
este caso la ecuacion diferencial dependerd de
un parametro llamado control. En cualquier caso,
deseamos predecir el comportamiento de estas
estructuras a partir del estudio cualitativo de las
soluciones de las ecuaciones diferenciales que

modelan al fendmeno. En particular nos interesa
establecer condiciones necesarias y/o suficientes
para la estabilidad (y/o la inestabilidad) del
estado de equilibrio de la estructura, relacionan-
dolas con valores criticos de los parametros fisicos
del fendmeno. La nocion matematica de estabili-
dad o estabilidad asintética del estado de equili-
brio se caracterizard en primera instancia por
reflejar el siguiente comportamiento del sistema:

* El equilibrio del sistema es atractivo, i.e., todas
las trayectorias convergen hacia el equilibrio
del sistema (como ocurre con una viga o
puente sujeto a una perturbacion externa, la
cual induce vibraciones en la estructura. Una
vez pasada la perturbacién o aplicado un
control sobre la estructura, esperamos que
ésta retorne a su estado de equilibrio).

* El equilibrio es estable, i.e., las trayectorias
del sistema no se alejan demasiado (durante
el periodo transitorio) del estado de equilibrio
(en el caso del ejemplo de arriba, se desea
que la estructura responda de tal manera que
sus oscilaciones no la alejen del estado de
equilibrio, y por el contrario se acerque a este
estado lo mas rapido posible).
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En el presente articulo expondremos la nocion
matematica de estabilidad del punto de equilibrio
de una ecuacion diferencial. En un articulo
posterior nos ocuparemos del caso cuando existe
un control sobre el sistema (Briffau, 1999). Se
daran ejemplos de como se aplica este aparato
tedrico para estudiar la estabilidad de estructuras
de la ingenieria civil, en particular el elemento
constitutivo de numerosas multiestructuras flexi-
bles como son las vigas de Euler-Navier-Bernoulli.
El primer ejemplo se enmarcara en un caso esta-
tico. El segundo ejemplo consistira en un proble-
ma dindmico en el que actla un control sobre la
estructura.

MATERIAL Y METODOS
Teoria matematica de la estabilidad
Antecedentes

La nocién de estabilidad tiene su fuente en la
mecanica clasica. Fue a partir de estas nociones
que permitieron establecer una definicidon
rigurosa de este concepto.

Los primeros avances para entender la nocion
de estabilidad de las estructuras elasticas fue
hecha por Euler (1707-1783) en su trabajo
llamado Eldstica, el cual trataba sobre las fuerzas
de compresion axial en barras, considerando el
caso cuando la compresion de un extremo de la
barra se incrementa, y es medido respecto a un
parametro. Para un valor critico alcanzado del
parametro —conocido como el valor critico de
Euler— la barra tiende a permanecer recta. Mas
alld de este valor, la barra puede tomar otras
dos formas simétricas en equilibrio, de tal manera
que en el valor critico se observan tres posibles
soluciones; mas aun, la dependencia respecto al
parametro de carga resulta continua. Tales
puntos se denominan puntos de ramificacion.
Mientras mas cercano esté el parametro de carga
al valor critico de Euler, la comba de la barra
tenderd a permanecer en forma rectilinea. Euler
supuso que este valor critico representa la minima
compresion axial en la que por encima de él, la
forma recta de la barra deviene inestable. Se ve
también una dependencia continua de la tensién
y el desplazamiento de la barra respecto al
parametro —esto cercano al punto critico—, lo
que nos obliga a usar las herramientas del calculo.
Una aproximacion en ese sentido se basa en la
linealizacion del problema alrededor de la
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solucion correspondiente a la forma recta de la
barra, con lo que Euler introdujo tempranamente
un problema de eigenvalores en la teoria de
ecuaciones diferenciales ordinarias.

En la ingenieria, los puntos criticos, los cuales
estan relacionados con ciertos estados de
equilibrio, son asociados con pérdida de
estabilidad: esto lo confirmamos experimental-
mente cuando incrementamos la carga por encima
del valor critico de la estructura y observamos que
ésta cambia cualitativamente de forma, hasta
llegar posiblemente a la ruptura. EI método de
linealizacion de Euler, pertenece a la estatica. En
lo que sigue consideraremos la nocién de
estabilidad desde un punto de vista dindmico.

La forma final de la definicion de estabilidad
dindmica fue desarrollada por el matematico ruso
A. M. Lyapunov (1857-1918) relacionando la
estabilidad con las condiciones iniciales del
movimiento. Un sistema mecanico simple consis-
te en un punto de masa /m, ligado a un resorte,
el cual tiene un coeficiente de rigidez &, y que
oscila bajo una fuerza arménica | = f COS Q-
La ecuacion del movimiento es

mx(t)+kx ()= f cosayt

Si £ =0, se tiene un movimiento oscilatorio
k

arménico simple con frecuencia «-%. Cuando
@ # @),, una pequefia fproporcionara al sistema
pequefias perturbaciones en amplitud. Cuando el
valor de @ estd muy proximo a @),, estas
perturbaciones comenzaran a crecer, y cuando
@= @, la solucién contendrd un término
proporcional a f cos @yt. Este término crecera
indefinidamente conforme el tiempo transcurra.
Lo mismo ocurre con la dinamica de las estructuras
elasticas: existen frecuencias resonantes en las
cuales una fuerza externa arbitrariamente
pequeia puede dar lugar a oscilaciones crecientes.
Este fendmeno lo podemos explicar en términos
de la energia que se acumula en el sistema
durante cada ciclo. Raramente observamos
oscilaciones cuya amplitud crece infinitamente,
puesto que en cualquier sistema real, la friccion
absorberd parte de la energia, y asi las fuerzas
de friccion amortiguaran a las fuerzas resonantes,
y es por esta razon que nos interesa estudiar la
estabilidad desde un punto de vista dindmico. La
nocién de estabilidad de Lyapunov (también
llamado método directo de Lyapunov) es la llave
para entender la estabilidad en una gran variedad



de sistemas dinamicos y se caracteriza por tomar
en cuenta la energia del sistema. En particular, la
estabilidad de Lyapunov se utiliza con éxito en las
estructuras eldsticas sobre las cuales actlan
fuerzas y cargas de diversos tipos.

Método directo de Lyapunov. Nociones
fundamentales

Toda ecuacion diferencial (ordinaria o en deriva-
das parciales), de cualquier orden, se puede
expresar de la forma:

ax =
—=F(X.1), 1)
Donde F(X,t) es una funcion suave de X y de
la variable ¢, x estard en el espacio fase de la
ecuacién diferencial.
Decimos que un punto )?0 es un punto de
equilibrio de la ecuacién diferencial 1, si

F(X,,t)=0, @

En lo que sigue, trabajaremos ecuaciones
diferenciales auténomas, es decir, cuando £ no
depende explicitamente de & En este caso F
definird un campo vectorialen el espacio fase de
la ecuacién diferencial.

Para ejemplificar, consideremos la ecuacion
que gobierna el movimiento de un péndulo simple
con friccion:

@_,
0 3)
do g k
—— i ——
a1 m o

Poniendo)}:(g’m)yF(H,w):F()?):[w,-%sen 0—%(1))[
la ecuaciéon del péndulo 3 se puede poner
de la forma 1. Los puntos de equilibrio son
en este caso los pares (6,w), tales que
F6.0)= a.{—%sen 9~£w\:(0,0)-

Luego existen dos puntos de equilibrio para
el péndulo:

t y . (5)
s 0=x
PENDULO

ol

Figura 1. En los trabajos pioneros de Ch. Huygens
y R. Hooke sobre la oscilacion del péndulo, el Gltimo
objetivo era la medicién del tiempo, enfocandose
principalmente al estudio de la estabilidad y el
control del movimiento, con la finalidad de construir
dispositivos que sirviesen a la navegacion y al
posicionamiento de los navios.

Como se ha dicho antes, un nimero impor-
tante de eminentes matematicos y fisicos del siglo
XIX se ocuparon de estudiar los problemas de
estabilidad, entre ellos sobresalen Lagrange,
Kelvin, Routh, Shukovskii y Poincaré. Pero fue
hasta 1893 cuando el matematico ruso Alexander
Mijailovich Lyapunov, introduce una definicién con
rigor matematico mucho mas general que el
concepto que se entendia en la mecanica.
Lyapunov introduce los conceptos de estabilidad
y estabilidad asintdtica (Lyapunov, 1949).

Posteriormente aparecen los conceptos de
estabilidad uniforme, asintética uniforme, global,
exponencial, y un largo etcétera, los cuales se
adecuan al fenémeno particular que se esté
estudiando.

Definicion. Supongamos que X, es un punto
de equilibrio de la ecuacion diferencial (1). Decimos
que es un punto de equilibrio estable si toda regién
Uen el espacio fase que lo contenga, tendra una
subregion U, la cual también contiene a, de tal



forma que toda solucién de (1) donde la condicidn
inicial pertenezca a U, entonces la solucién
pertenecera a U >0.

El significado fisico de la estabilidad es obvio:
un objeto fisico (como una estructura, un puente,
una maquina, etc.), cuya Iey de movimiento esta
expresada por una ecuacion diferencial, sélo se
puede hallar en la posicion de equilibrio X sies
estable; en caso contrario, una desviacion i |n5|gn|-
ficante respecto a esta posicion de equilibrio lo
alejara sensiblemente de esta posicion.

Espacio fase

u

Figura 2. )?0 es un punto de equilibrio estable

Si ademas se tiene que

ll'm)?(t) = )?0

=

entonces se dice que el punto de equilibrio X es
asintoticamente estable.

Teoremas de Estabilidad Dinamica

A través de la definicion de ciertas funcionales
asociadas a la ecuacién diferencial (funcionales
de Lyapunov), algunos problemas relacionados con
la acotacion y con la estabilidad pueden ser
tratados de manera sistematica.

Damos dos teoremas fundamentales en el
estudio del concepto de estabilidad, tal y como
se ha definido arriba (Hahn, 1963).

Teorema 1. (Primer Teorema de Estabilidad.)
Sea un punto de equilibrio de la ecuacion
diferencial

dx _
E_F(X)' (6)

Espacio fase

u

Figura 3. )?0 es un punto de equilibrio
asintéticamente estable

Supongamos que la matriz jacobiana de F en
v [IAX,)], tiene valores propios (eigen-valores)
de tal forma que sean partes reales sean menores
que —¢, para un ¢ > 0. Entonces:
1. El punto de equilibrio X , €S asintoticamen-
le estable.
2. dist(X (t),X )= |k (0)-X,|<ke|R(0)-%,|  vr20
Teorema 2. (Segundo Teorema de Estabill-
dad). Sea X o un punto de equilibrio de la ecuacion
diferencial

-

X _ o) )
—-=F(¥)

Supongamos que existe una funcional suave
V. D— R definida en un entorno D de X ytoma
valores en los numeros reales.

Asumimos gue V sat/sface
a) Existear> 0 tal que v (X >“”XH vV XeD

b) Existe >0 tal que v(X <ﬁHX” VY XeD

c) d—V( X(1))<0 ¥ 1, donde X (1) es solucidn

de(5).
Entonces el punto de equilibrio X , es estable.
Ademads, si' vale:

Figura 4: Viga de Euler-Navier-Bernoulli



d) (Z—It/(X(t))s—aV(X(t))
solucion de (5).
Entonces el punto de equilibrio es asintotica-
mente estable.
Una funcional V que satisface las hipdtesis
a), b) y ) del Teorema precedente se llama

funcional de Lyapunov asociada a la ecuacion
diferencial (6).

v t, donde )?(z) es

Comportamiento estable de una ecuacion
de una viga de Euler-Navier-Bernoulli

Consideremos una viga encastrada en sus dos
extremos, sobre la cual actla una presion de
compresion axial de magnitud constante £, La
ecuacion diferencial que modela este fenémeno
viene dada por Bartuccelli & Gentile, 2003, y Plaut,
1967:
. Y 9’y
EIBX“ JrFaX2 +;/AaT2

=0 (8)

La energia potencial total de la viga es

%[ }/ —~I(3X] (©)

donde X es la coordenada axial, Y el
desplazamiento transversal, 7 el tiempo, £ el
coeficiente de rigidez, A el area de seccidon
transversal de nuestra viga y ¥ su densidad de
masa. Aqui 0<7 y 0< X <L, donde L es la
longitud de la viga. Haciendo los cambios de
variables

T [Ex
T v L’ T E (10)

la ecuacion (7) se transforma en
0* 0’y 9’y

e
ox ox~ ot

Y =0 (11)

donde las nuevas variables resultan adimen-
sionales,) < ty0 < x < 1,f>0.

La energia potencial total de la viga es, con
estas variables adimensionales:

z=rz(t)=%;f[g%jz ga[( j (12)

La velocidad transversal es

dy
vx, t) =—
(x, ) .
El sistema (10) equivale, entonces
v _
ot
w__dy_ ¥y @
ot ox* ox’
= 'y %y
PoniendoX = (y, v)yF(¥) = (V—F—fax}ﬁ,

vemos que la posicién de equilibrio de la viga
corresponde al punto de equilibrio de la ecuacién
diferencial (10). De hecho, note que

dx " "

kel :F(X):—AX/ (14)
dt

Donde 4:D(A)c H — H* es un ope-
rador no acotado de dominio denso
D(A4)=H;[0,1]xH;[0,1] sobre el espacio
de Hilbert 7 = 7[0, 1]xZ*[0, 1]:

0 -1

2* 82 (15)
— 0
7 f

Resulta fundamental definir el operador A4, el
cual serd un operador disipativo con dominio
denso sobre un espacio de Hilbert infinito-
dimensional. La existencia y unicidad de las
soluciones de una ecuacion en derivadas parciales
estard directamente relacionada a las propie-
dades del operador 4, a través de un teorema
del tipo de Hille-Yosida. Aqui se trata con
soluciones generalizadas, lo que obliga necesa-
riamente a introducir los espacios de Sobolev
A, =0, 1]y 05 =0, 1]

La norma de cualquier U= (), v) en D (A) es

o = I[v +[3‘] +[§§]+v}a (16)

Ademas, todo U = (y,v) e D(A) satisface

y(0) = y1) =0 (17)




B Py,
s W == B (18)

2
Do=Un-0 a9
X

El dominio D (A) expresa las condiciones
iniciales del sistema, es decir las condiciones (16)
a la (18) establecen por una parte, que la viga
esta encastrada por sus extremos.

La condicién (16) significa que la viga no
presenta desplazamiento en los extremos. Las
relaciones (16), (17) y (18) implican las
desigualdades integrales siguientes (Bartuccelli and
Gentile, 2003).

1

Y :
I[a—ij dx >’ Jyzdx

0

1 azy 2 1 ay 2
dc>4r || = | 4
of(ax?j ) ”J[axj @)

(20)

Las Ultimas dos desigualdades nos permitiran
demostrar que la funcional definida por

DXU)zJLF+[%ﬁJ —f(gﬁj}ch 22)

satisface las hipétesis de una funcional de Lyapunov.

Lema 1. Si | < TT’, entonces existe una
constante > () tal que

W (Y (9
V)= O[(V -{ﬁj f[ai:]de>aHU|| a5

2
Dem. Consideremos una constante ¢ = P s ” :
Claramente
a y azy . ay )2
1 o[
V({U)= _[[v + C)Ea)fJ +c(ax2] f[ax i
de la desigualdad (20)

vu)® Ij{f +(1—c)(§7{]2 +(cn? —f)[%jzj dr (24)

0

+7° :
Sustituyendo el valor de ¢ = / 27;; se sigue
ﬂ’—f 3 2 71'3—f ayz ]fz;f Qz 1
vy ;[‘ (222 45 ](ax)}d
(25)

De la desigualdad (19) se tiene

(B 1\ gon DT (21
(}[(7[41(}(%) dxza[ 2 ydxz[ = j(_]fy dx

(26)

TS

Finalmente, basta tomar =0, de(24)

y (25), teniendo en mente que ae<(0,1) y
—f S€ sigue inmediatamente que

4

o2 o

0

o que prueba el lema 1.

La funcional V() es acotada como lo prueba
el siguiente:

Lema 2. Existe > O tal gue

2
vy < gl 27)

Dem. Basta definir 8 = madx{l, f}. .

Lema 3.Yy(X) = 0V X = (y, v) solucion
de la ecuacion diferencial (12).

Dem. Usando la regla de Leibnitz y nuestras

definiciones

1 av 9’y d’v . dyov
FIE) = OI[ B
(28)

Integrando por partes, la ecuacion (27) se
expresa

1
' v ay 9%y azyi)v_i)i "
I{ o 5w n e T,

(29)




Tomando en cuenta las condiciones de
frontera (16), (17) y (18), ademds de que /a
velocidad transversal claramente satisface v (0,
) =v(, H =0, observamos que el segundo
sumando de (28) es nulo. Por otro lado, e/
integrando resulta ser exactamente el lado
izquierdo de la ecuacion diferencial (10). Por lo
tanto la integral necesariamente se anula, lo gue
prueba el lema 3.

Los lemas 1, 2 y 3 prueban que V/definido por
(21), es una funcional de Lyapunov asociada a la
ecuacion diferencial (7) —la cual modela el
movimiento transversal de una viga sujeta a una
presion axial F. Mas precisamente enunciamos el
siguiente teorema:

Teorema. Bajo las notaciones y definiciones
anteriores, si una viga de Euler-Navier-Bernoulli
sobre la que actua una fuerza axial constante £
satisface la hijpotesis del lema 1, es decir;

f< 7t

entonces el equilibrio de la viga es estable.

Dem. Los lemas 1, 2 y 3 nos dicen que la
funcional V es de Lyapunov, asociada a la
ecuacién diferencial de la viga. Por el segundo
teorema de estabilidad se sigue que el equilibrio
de la viga es estable.

Observaciones

La hipotesis del lema 1 tiene un importante
significado fisico. El teorema nos dice que una
condicion suficiente para que nuestra viga sea
estable es

e ,

donde I’ es la presion de Euler de una
viga simplemente soportada. Asi, el teorema
establece que la presién de Euler FE es una
presion critica de tal forma que para presiones
axiales F < FE, la viga permanece estable. De
hecho vale el resultado reciproco: S/ /a carga axial
que soporta una viga es F > FE, entonces el
equilibrio de la viga es inestable (Plaut, 1967).

Otro hecho importante de observar es la
estrecha relacién entre la funcional de Lyapunov
(21) y la energia potencial total (11) de nuestra

viga, lo que significa que la energia es una de las
caracteristicas del sistema que influira
decididamente en el comportamiento de su estado
de equilibrio.

Estabilidad de una ecuacion no disipativa de
una viga controlada linealmente

En esta seccion estudiaremos la estabilidad de una
viga controlada linealmente en una extremidad por
una fuerza de control, funcidn de la velocidad en
este extremo. El otro extremo se halla libre. La
ecuacion que modela esta respuesta junto con las
condiciones iniciales son

2’y od%y _

+—-=0, O0<x<l, t>0,
Jt*  ox
9’y 9’y o’y

= 0,¢ 1,z) =0

L)=5200.  SF0)
9y dy

0 =—k—(0,¢
ax3 ( ’t) at( )
(30)
con k> 0.

En esta seccion se prueba que la solucién se
comporta asintoticamente hacia axt+ bx+ ¢ donde
a, by cson constantes 6. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que @a= b= c=0,
(basta establecer el cambio de funciones
P(x, t) = y(x, t)—axt—bx-c y asi basta probar
que cualquier solucion converge asintéticamente a
0). Con este cambio de funciones se puede probar
que la ecuacion que modela el fenémeno sigue
siendo la ecuacion (29). 9

Definimos para cada U= (), V), con y = 4
la siguiente funcional’: t

V({U)= (;[{vz + (%;—J;J }dx (31

En este caso, la funcional definida es ni mas ni
menos que la energia natural del sistema en
cualquier instante t. Se demostrara que esta
energia define una funcional de Lyapunov asociada
a la ecuacion diferencial (29).

Note la semejanza con la funcional de
Lyapunov del ejemplo precedente (21). De igual
manera a como se hizo en la seccion anterior, se

’
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puede probar que (), v) satisface los incisos &)
y b) de la definicion de funcional de Lyapunov. (Ver
los lemas 1y 2 precedentes). Probemos que se
satisface el inciso ¢) de dicha definicion:

Lema4.V(X)<0 V X =(y,v) solucion de
la ecuacion diferencial (29).

Dem. Usando por segunda ocasion la regla
de Leibnitz y nuestras definiciones

gt - AV W 9v 9%y oy

Integrando por partes, la ecuacion (31) se
expresa

= —j de+2ay8v ay
at 8x ox? ox ax :

33)

El integrando corresponde al lado derecho
ae la primera relacion de (29) el cual es igual a
0. Usando los valores de frontera consignados
en (29), se tiene

dv 9’y dy 29 dy ’
Y _90.0% 0, P«
o= o (005,00 k[atj .

(34

con lo que el lema queda demostrado.

Se desprende de este lema que la funcional
definida en (30) es una funcional de Lyapunov.
Se sigue inmediatamente del segundo teorema
de estabilidad de Lyapunov el siguiente;

Teorema. El punto de equilibrio v >3 )~ (0.0)
de la ecuacion diferencial (29), es estable en el
sentido de Lyapunov.

De hecho vale el siguiente resultado que es
mas general (Cherkoui, 2002):

Teorema. Para todo C > 1 existe un 0> ()
tal que para cada solucion de la ecuacion (29)
vale

V(t) <Ce®V(0) (35)

De aqui'y del hecho de que V sea una funcional
de Lyapunoy, se sigue gue

Hy(x,t),%(x,t) <V (t)<Ce¥(0) (36)

esta desigualdad implica que cuando t — oo,

[0 2(0) |5 00)

Es decir (0,0) es asintdtica y exponencialmente
estable en cierto espacio normado de funciones
H.

CONCLUSIONES

Regresando con el cambio de funciones

y(x, 1) = y(x, 1) — axt — bx — ¢, se sigue
que la solucion converge asintéticamente a axt
+ bx+ ¢

limy(x, t) = axt + bx + ¢ (38)
t—o0

donde a, by cdependen de los parametros fisicos
del sistema y de las condiciones iniciales.

El control de una viga de Euler-Navier-Bernou-
Ili a través de una fuerza de control en un
extremo, proporcional a la velocidad transversal
en dicho extremo, proporciona una respuesta
estable (exponencialmente estable) por parte de
la estructura, y el estado del sistema converge
asintdticamente a un polinomio de grado dos en
las variables xy #(posicién longitudinal y tiempo).

Nuevamente, la funcional de Lyapunov (30)
estd intimamente relacionada con la energia del
sistema, sobre todo con la energia potencial. En su
momento, Lagrange y Dirichlet demostraron que el
estado de equilibrio de una masa puntual sujeto a
una fuerza conservativa, en el cual la energia
potencial total toma su valor minimo, las trayec-
torias que comienzan en alguna vecindad peque-
fia del punto de equilibrio, en todo momento
perteneceran a una vecindad pequena de dicho
punto. El método directo de Lyapunov generaliza
el criterio de Lagrange-Dirichlet —basado en el
teorema de la conservacion de la energia para un
sistema de masas puntuales. Las funcionales de
Lyapunov (21) y (30) son un tipo especial de
funcionales que juegan el papel de energia en los
dos problemas estudiados arriba. Identificando a



V (£ dado en (30) con la energia natural del
sistema en cada instante de tiempo ¢ la relacion
(34) establece que la energia mecanica del sistema
sufre un decaimiento exponencial, fundamento del
comportamiento exponencialmente estable de la
viga.

En las demostraciones anteriores, para
simplificar el método, hemos omitido los espacios
funcionales (normados) asociados, y las corres-
pondientes normas, objetos formales del Analisis
Funcional que nos proporcionan el marco de la
teoria, desde el concepto de vecindad del punto
de equilibrio, hasta la convergencia asintotica de
la solucién respecto a una norma y la existencia
y unicidad de las soluciones de las ecuaciones
en derivadas parciales.

Las soluciones y los puntos de equilibrio
“viven” en estos espacios normados infinitodi-
mensionales, su comportamiento asintotico se
da en términos de las normas de estos espacios.
De alli su importancia. También nos revela la
necesidad creciente de introducir en la ingenieria
teorias matematicas mas abstractas.

En la practica en ingenieria, vemos que los
valores criticos medidos pueden diferir de los
valores criticos predichos. Esto ocurre en parte
debido a que el modelo no toma en cuenta todas
las caracteristicas del fendémeno, es decir los
modelos son limitados. Pueden ofrecer buenas
descripciones en algunas circunstancias, y pobres
en otras. Sin embargo, para los dos problemas

tratados en el articulo, los modelos aplicados
ofrecen una buena descripcién de la estabilidad
del sistema.
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